Fonctions Holomorphes Cliffordiennes by Laville, Guy & Ramadanoff, Ivan
ar
X
iv
:m
at
h/
05
02
07
1v
1 
 [m
ath
.C
V]
  3
 Fe
b 2
00
5
1
Fonctions holomorphes Cliffordiennes
Guy Laville et Ivan Ramadanoff
Re´sume´.- Soit R0,2m+1 l’alge`bre de Clifford de R2m+1 muni d’une
forme quadratique de signature ne´gative, D =
2m+1∑
i=0
ei
∂
∂ xi
, ∆ le Laplacien
ordinaire. Les fonctions holomorphes Cliffordiennes f sont les fonctions satis-
faisant a` D∆mf = 0. Nous e´tudions les solutions polynomiales et singulie`res,
les repre´sentations inte´grales et leurs conse´quences et enfin le fondement de
la the´orie des fonctions elliptiques Cliffordiennes.
Cliffordian holomorphic functions
Abstract.- Let R0,2m+1 be the Clifford algebra of R2m+1 with
a quadratic form of negative signature, D =
2m+1∑
i=0
ei
∂
∂xi
, ∆ the ordi-
nary Laplacian. The holomorphic Cliffordian functions are solutions of
D∆mf = 0. We study the polynomial and singular solutions, representation
integral formulas and the foundation of the Cliffordian elliptic function
theory.
1. Introduction. – La the´orie des fonctions d’une variable complexe
(dimension re´elle 2) a e´te´ de´veloppe´e en dimensions supe´rieures dans deux
directions : les fonctions holomorphes de plusieurs variables complexes
(utilisation du corps C, dimension re´elle 2n) et la the´orie des fonctions
monoge`nes (e´quation de Dirac, utilisation des alge`bres de Clifford, dimen-
sion re´elle n). Aucune de ces deux the´ories n’est satisfaisante si l’on veut
avoir certaines parties tre`s fe´condes de la premie`re the´orie : fonctions el-
liptiques, fonction the´ta, etc ... De fac¸on analogue la the´orie des fonctions
de “plusieurs variables Cliffordiennes” pre´sente certaines difficulte´s dues
au manque de solutions des ope´rateurs (voir [2], [3], [4]).
Ceci nous conduit de fac¸on naturelle a` la the´orie pre´sente´e.
2. Notations et de´finitions. – Soit R0,2m+1 l’alge`bre de Clifford
de l’espace vectoriel V de dimension re´elle 2m+1 muni d’une forme quadra-
tique de signature ne´gative. Soit S l’ensemble des scalaires de R0,2m+1,
2S peut eˆtre identifie´ avec R. Soit {ei} i = 1, . . . , 2m + 1 une base or-
thonormale de V et posons e0 = 1. De´finissons l’ope´rateur (dit de Cauchy,
Fueter, Dirac, voir [1])
D =
2m+1∑
i=0
ei
∂
∂xi
.
De´finition 2.1. – Soit Ω un ouvert de S ⊕ V . Une fonction
f : Ω→ R0,2m+1 sera dite holomorphe Cliffordienne a` gauche quand
D∆mf = 0.
∆m e´tant le laplacien ordinaire ite´re´ m fois.
Remarque 1 – On pourrait ne conside´rer que les fonctions f : Ω →
S ⊕ V satisfaisant a` l’e´quation ci-dessus. Ces fonctions peuvent engendrer
les pre´ce´dentes par combinaisons line´aires a` droite.
Remarque 2 – Soit x =
2m+1∑
i=0
xiei, xi ∈ R alors f est holomorphe
Cliffordienne si et seulement si ∆mf(x) = 0 et ∆m+1
(
xf(x)
)
= 0.
3. Solutions e´le´mentaires – Posons :
α = (α0, . . . , α2m+1) avec αi ∈ N et |α | =
2m+1∑
i=0
αi.
Conside´rons l’ensemble forme´ des e´le´ments α0 fois e0, α1 fois e1, . . . , α2m+1
fois e2m+1 ; cet ensemble sera note´ {eν}. Posons :
Pα(x) =
1
|α |!
∑
G
|α|−1∏
ν=1
(
eσ(ν)x
)
eσ(|α|)
la somme e´tant e´tendue sur tous les e´lements σ du groupe des permutations
G .
The´ore`me 3.1. – Pα(x) est un polynoˆme de degre´ | α | −1 en x,
holomorphe Cliffordien et tout polynoˆme holomorphe Cliffordien est com-
binaison line´aire (a` coefficients a` droite) de tels polynoˆmes.
3Soit β un multiindice du meˆme type que α. Posons :
Sβ(x) =
1
|β |!
∑
G
|β|−1∏
ν=1
(
x−1eσ(ν)
)
x−1.
The´ore`me 3.2. – Sβ(x) est une fonction holomorphe Cliffordienne
de´finie sur (S ⊕ V ) \ {0}.
De´monstration – Les de´monstrations de ces deux the´ore`mes
se font soit par un calcul direct, soit par l’e´tablissement du lien
entre la structure alge´brique et la de´rivation.
The´ore`me 3.3 (fraction rationnelle) – Soit P un entier, {ap},
p = 1, . . . , P , {bq}, q = 1, . . . , P + 1 avec ap et bq e´le´ments de S ⊕ V .
Alors il existe une fraction rationnelle, holomorphe Cliffordienne hors de
ses singularite´s ayant les {ap} parmi ses ze´ros et les {bq} parmi ses poˆles.
4. Repre´sentation inte´grale et formule de Taylor –
Posons N(x) = (−1)m
m+ 1
22m+1m! pim+1
x−1.
The´ore`me 4.1. – Soit f : Ω → R0,2m+1 une fonction holomorphe
Cliffordienne et Γ un ouvert borne´ a` bord re´gulier, Γ ⊂ Ω. Alors :
f(x) =
∫
∂Γ
∆mN(y − x)f(y)dσ(y)
−
m∑
k=1
∫
∂Γ
∂
∂n
∆m−kN(y − x)D∆k−1f(y)dσ(y)
+
m∑
k=1
∫
∂Γ
∆m−kN(y − x)
∂
∂n
D∆k−1f(y)dσ(y).
De´monstration – La de´monstration se fait par les me´thodes
classiques de the´orie du potentiel et on en de´duit le the´ore`me
suivant :
4The´ore`me (formule de Taylor) – Soit f une fonction holomorphe
Cliffordienne au voisinage d’un point a ∈ S⊕V . Alors la se´rie suivante est
uniforme´ment convergente dans un voisinage de a et on a l’e´galite´ suivante
dans ce voisinage
f(x) =
∑
α
Pα(x− a)cα
la sommation e´tant faite pour tous les multiindices α et cα ∈ R0,2m+1.
5. De´veloppement de Laurent –
The´ore`me 5.1. – Soit B une boule de centre a et de rayon R dans
S⊕V et f une fonction holomorphe Cliffordienne dans B \{a}. Alors pour
tout x ∈ B \ {a} on a :
f(x) =
∑
a
Pα(x)cα +
∑
β
Sβ(x)dβ
ou` α et β sont de multiindices de´finis dans le paragraphe 3.
De´monstration – La de´monstration de ce the´ore`me est une
application directe du the´ore`me de repre´sentation inte´grale.
6. Fonctions elliptiques Cliffordiennes
De´finition. – On appelle fonction elliptique Cliffordienne une fonction
holomorphe Cliffordienne 2m+ 2 pe´riodique de´finie sur (S ⊕ V ) \E ou` E
est un ensemble de points tel que E ∩K soit fini pour tout compact K.
Les the´ore`mes de la the´orie classique des fonctions elliptiques se ge´ne´ralisent
quand ceux-ci ne font intervenir implicitement ou explicitement que la
structure vectorielle de l’ensemble de ces fonctions.
Construisons l’analogue de la fonction ζ deWeierstrass : soient ω0, . . . , ω2m+1,
2m+ 2 e´le´ments de S ⊕ V , R-line´airement inde´pendants. Posons :
ΩK = 2
2m+1∑
j=0
kjωj avec K = (k0, . . . , k2m+1) ∈ Z
2m+2.
The´ore`me 6.1. – La fonction
ζ2m+2(x) = x
−1 +
∑
K 6=0
(
(x− ΩK)
−1 +
2m+1∑
p=0
(Ω−1K x)
p Ω−1K
)
5est bien de´finie par une se´rie uniforme´ment convergente sur tout compact
ne contenant pas les singularite´s, est holomorphe Cliffordienne hors de ses
singularite´s. Ses de´rive´es d’ordre supe´rieur ou e´gal a` 2m + 1 sont des
fonctions elliptiques Cliffordiennes.
Comme dans le cas classique, cette fonction peut eˆtre mise comme
fondement de la the´orie des fonctions elliptiques Cliffordiennes (voir [5]).
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